Université de Picardie Jules Verne
Licence de Mathématiques L3 Probabilités

Feuille 1
Rappels, variables aléatoires, lois de probabilité, fonctions de répartition.

Exercice 1. Exprimer chacun des événements suivants & ’aide des événements A, B et C et des opérateurs
réunion, intersection, et complémentation :

— au moins un des trois événements a lieu;

— au plus un des trois événements a lieu ;

— aucun des trois événements n’a lieu;

— les trois événements ont lieu ;

— exactement un des trois événements a lieu ;

— A et B ont lieu, mais pas C';

— A a lieu, sinon B n’a pas lieu non plus.

Exercice 2. Soit a = P(A), b= P(B),C = ANB, et ¢ = P(C). Exprimer P(A), P(AUB), P(ANB), P(AUB)

en fonction de a, b et c.
Exercice 3. Montrer que
P(ANB)— P(A)P(B) = P(A)P(B) — P(ANB) = P(A)P(B) — P(AN B).
Exercice 4. Montrer que
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)+ P(ANBNC).

Exercice 5. On jette trois dés. On note X la somme des points obtenus. Calculer la probabilité d’avoir X = 11
et X =12.

Exercice 6. Soit A, B, C trois événements indépendants.
— A est-il indépendant de lui-méme? A et A sont-ils indépendants ?
— Montrer que (A, B), (A, B) et (A, B) sont des couples d’événements indépendants.
— Montrer que (4, BN C) est un couple d’événements indépendants.

Exercice 7. On appelle chemin une suite de segments de longueur 1, dirigés soit vers le haut, soit vers la droite.

(1) Dénombrer tous les chemins allant d’un point (0,0) d’un réseau carré & un point (n,n). En déduire que

C)-20)

(3) Retrouver le résultat précédent en développant de 2 fagons différentes (1 + x)*(1 4 z)™.

(2) Montrer que pour k € {0,...,n},

Exercice 8. Deux personnes lancent une piéce n fois chacun (n > 1). Quelle est la probabilité qu’ils obtiennent
le méme nombre de faces ?

Exercice 9. Soient A, B, et C trois événements indépendants tels que P(A) = a, PLAUBUC) = 1 — b,
P(AnBNC)=1-cet PIANBNC) =z.

(1) Montrer que

(2) Montrer que x satisfait 1’équation
ar’+ (ab—(1—a)(a—c—1)z+b(1—a)(l —c)=0.
En déduire que
(1—a)?+ab

c >
1—a



Exercice 10. On effectue n controles successifs sur une population de N individus, un individu pouvant étre
controlé plusieurs fois.
(1) Décrire ’ensemble Q des résultats possibles. Que vaut card 27

(2) Trouver le nombre de résultats pour lesquels un individu est controlé :
— k fois (k< n)?
— m fois au cours des r premiers contrdles (m < r <n)?
— pour la s-éme fois au t-éme controle (s <t <n)?
Exercice 11. Un point P se déplace dans le plan. A chaque instant, il a une probabilité p € [0, 1] d’aller de
(z,y) a (z,y + 1) et une probabilité ¢ = 1 — p d’aller de (z,y) a (z + 1,y).
(1) Quelle est la probabilité qu’en partant de (0,0), le point P atteigne le point A(a,b)?
(2) Quelle est la probabilité qu’en partant de (0,0), le point P atteigne le segment M N, M = (n,0), N =
(n,n)?
Exercice 12. Montrer que la fonction F' définie par
efE
F(x) = 51 co0((2) + Lo, 4o0[ (@)
est une fonction de répartition. La fonction F” est-elle une densité de probabilité ?

Exercice 13. Trois urnes A, B, C' contiennent respectivement 1 boule blanche et 3 noires, 2 blanches et 2 noires,
3 blanches et 1 noire. On tire au hasard une boule dans chacune des 3 urnes et on désigne par X le nombre de
boules blanches obtenues. Donner la loi de X et sa fonction de répartition.

Exercice 14. Une urne contient 5 boules distinctes. On tire 3 boules une & une avec remise. Soit X la variable
aléatoire égale au nombre de boules différentes tirées. Déterminer la loi de X.
Exercice 15. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que pour tout k € N, P(X = k) = A37*,

(1) Déterminer A.

(2) X a-t-elle plus de chances d’étre paire ou impaire ?

Exercice 16. On lance une piéce truquée et on note p la probabilité de voir apparaitre pile. Soit X le temps
d’attente du premier pile. Trouver un entier s tel que P(X <s) > 1 — a, ot a €]0, 1] un réel donné.

Exercice 17. Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de paramétre p et soit M € N*. Déterminer les
lois de Z = inf(X, M) et Y = sup(X, M).

Exercice 18. Un sauteur tente de franchir les hauteurs successives 1,2,...,n,.... Les sauts sont indépendants
et la probabilité de succées a la hauteur n, n € N* est 1/n. Le sauteur est éliminé a son premier échec. On
note X la variable aléatoire correspondant au numéro du dernier saut réussi. Trouver la loi de X et vérifier que
., P(X=k) =1
k=1

Exercice 19. Soit X une variable aléatoire entiére telle que P(X = k) = e 2(1 + ak)%;;) pour tout k£ € N.

Déterminer «.

Exercice 20. Soient a et A des réels strictement positifs. On pose

+o0o
I'(a) ::/ e Tz .
0

(1) Montrer que I'(a) < oco.
(2) Montrer que I'(a + 1) = al'(a) et en déduire que pour n € N*, on a I'(n) = (n — 1)!
(3) On considére f définie par

a

frx— T(a) e*’\xm“*11}07+oo[(x).

Vérifier que f est une densité de probabilité.
Exercice 21. On considére l'espace de probabilités (R, B(R), P) o P = %5_1 + %50 + %(51.
(1) Vérifier que P est une probabilité sur R.

(2) Montrer que X : w +— |w| est une variable aléatoire et déterminer sa loi.

(3) Donner la fonction de répartition Fx de X et tracer son graphe.



Exercice 22. Soit X une v.a. de loi binomiale B(3, 1). Autrement dit Px (k) = (2)4% (%)349 si k € {0;1;2;3}.
Tracer le graphe de Fx.

Exercice 23. Soit X une v.a. de Poisson de paramétre A > 0, i.e. Px(n) = %

le graphe de Fx.

e~ pour n € N. Si A = 1 tracer

Exercice 24. On jette deux dés équilibrés distincts a 6 faces. On désigne par X et Y le maximum et le minimum
des points obtenus.

(1) Proposer un espace de probabilité adapté a cette expérience.
(2) Déterminer la loi du couple (X,Y).
(3) En déduire la loi de X et la loi de Y.

Exercice 25. On lance un dé a 6 faces. On note X le résultat. On lance alors un dé & X faces. On note Y le
résultat.

(1) Quelle est la loi du couple (X,Y)?
(2) En déduire la loi de X et la loi de Y.

Exercice 26. Soit (2 = {0,1,2}%, A = P(Q), P) un espace de probabilités et Z = (X,Y) la variable définie sur
cet espace ayant pour loi
1 1 1 2 1 2 1
PZ == 5(5(0’0) + §(5(071) + §6(072) + 55(170) + §(5(172) + 55(271) + 55(272).

Montrer que les variables aléatoires X et Y ont méme loi mais que les couples (X,Y) et (Y, X) n’ont pas la
méme loi.

Exercice 27.

(1) Soit (2, A, P) = ([0,1],B([0,1]),A) ot A est la mesure de Lebesgue. Montrer que X = 1jgq/3 et Y =
1(1/4,7/12) + 1j2/3,1[ sont des variables aléatoires. Déterminer leurs lois et leurs fonctions de répartition.

(2) Soit (¥, A, P") = ({1,...,6},P({1,...,6}),P’) ou P’ désigne la mesure d’équiprobabilité sur €. On
deéfinit Z : Q' — {0,1} par Z(w') =1 si &’ n’est pas divisible par trois. Montrer que Z a la méme loi que
X et Y alors qu’elle n’est pas définie sur le méme espace !

Exercice 28. Pour A € B(R), on pose P(4) =1 [, 1+%alac. Vérifier que P est une une probabilité sur (R, B(R)).

o

Exercice 29. Soit X la variable aléatoire réelle définie sur ([0, 1], B([0,1]), \) par X (w) = 2w + 1. Déterminer
sa loi Px.
Exercice 30. Soient a > 0 et P définie sur (R, B(R)) par P(A) = [, ae”*1g, (z)dx.

(1) (a) Vérifier que P est une probabilité.
On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi exponentielle de parameétre a si elle a pour loi P.

(b) Déterminer la fonction de répartition Fy de X.
(c) Montrer que pour tout x,y € R, on a
PX>z+y|X >y =PX >uz).
(2) Réciproquement, on suppose que X est une variable aléatoire réelle telle que pour tout réel z, on a
P(X >z)>0,et
PX>z+ylX >y =PX >ux) pour tout x,y > 0.
(a) Soit G la fonction définie par G(z) = P(X > z) pour tout z € R. Montrer que pour tout z,y € RT,
Gz +y) =G(=)G(y).

(b) Montrer que P(X > 0) =1 et en déduire que G est continue en 0. En déduire que G est continue sur
RT.



(c) Montrer que
G(z)=(G(1))* pourtoutz>0 et G(xr)=1 pour tout z <0.
(On montrera tout d’abord le résultat sur N, puis sur Q).
(d) Conclure que X suit une loi exponentielle.

Exercice 31. Soit F' la fonction donnée par

1

1 1
F(z) = Zl[O,w[(x) + 51[1,00[(1’) + 11[2,00[(53)-

(1) Tracer le graphe de F. Montrer qu’il existe une probabilité P admettant F' pour fonction de répartition.
Décrire P explicitement.

(2) Trouver la probabilité des événements suivants : A =|—1/2,1/2[, B =]—-1/2,3/2[, C =]2/3,5/2[, D = [0, 2],
E =3, 00].

Exercice 32. Soit F' la fonction donnée par

(1) Montrer que c’est la fonction de répartition d’une probabilité P sur R que 'on déterminera.

(2) Trouver la probabilité des événements suivants : A = [1,00[, B = [1/10,00[, C = {0}, D = [0,1/2],
E =] —00,0[, F =]0,00[, G =]1, 400, et H = [1,1].

Exercice 33.

1) Soit (Ag)gep une famille d’événements deux & deux disjoints sur un espace de probabilité (2, A, P).
BB
Montrer que si P(Ag) > 0 pour tout 5 € B, alors I’ensemble d’indices B est fini ou dénombrable.

(2) Soit F' la fonction de répartition d’une probabilité sur (R, B). Montrer que F' est continue si et seulement
si P({z}) = 0 pour tout x réel.

(3) En déduire que le nombre de points de discontinuité de la fonction de répartition F' d’une probabilité est
fini ou dénombrable. Peut-il étre infini ?

(4) En déduire que F' est continue sur un ensemble dense.

Exercice 34.

(1) Déterminer M9 ] 1,1 1

+ k]
(2) Déterminer M9 ] 1,2+ n%_l] .

(3) Déterminer M9 ] 1-— n%rl, 2].

(4) Soit f: R — R, z + 2%, Déterminer f~* ({n%_l,%—oo D

Exercice 35. Soit {2 un ensemble, et Ag, Ay, ... des parties de 2.

(1) On suppose Ag C A1 C .... Pour n > 1, on pose By, := A, \ A,—1. Montrer que les ensembles B,, sont
deux-a-deux disjoints.

(2) Montrer que Unzox‘Tn = Np>0An et que Unzoan = Np>0A4n.

Exercice 36. Soit (A;);en une partition de R. Montrer que
A= {UAi, IcC N}
el
est une tribu.



Exercice 37. On se donne un ensemble €2 muni d’une tribu A. Pour tout x € {2, on note

A — [0,1]
Oz B 1 stz €B
0 sinon

(1) Montrer que pour tout x € €, d, est une mesure de probabilité sur (£2,.4) (~ mesure de Dirac en z).

(2) Soit x1,...,z) des éléments distincts de Q, k > 1, et p1,...,px € [0,1] tels que Zle p; = 1. On note
P = E?:l pidz, i A — [0, +oo[. Montrer que P est une mesure de probabilité sur (€2, .A4).

Exercice 38. On note A la mesure de Lebesgue sur [0,1] (on rappelle que A([a,b]) = b — a pour tous réels
0<a<b<).

(1) Calculer A(A), ott A := Up>0A [55, 5% + 30 |-
(2) Pour x € [0, 1], calculer \({z}).

(3) Pour (z;)ien € [0, 1]Y, calculer A (Usen{z;}).
(4) Calculer A(QN[0,1]) et A([0,1] \ Q).



